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1 Einleitung

Mit den folgenden Ausfithrungen mochten wir Ihnen zunéchst die Moglichkeit bieten, die Grund-
lagen der Analysis aus der Jahrgangsstufe 11 fiir den Leistungskurs zu wiederholen. Diese Grund-
lagen stellen aus unserer Sicht eine unverzichtbare Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Zusam-
menarbeit in den kommenden zwei Jahren dar.

Des Weiteren mochten wir Thnen bereits zu diesem Zeitpunkt die Zielsetzungen und Inhalte des
Faches deutlich machen und haben diese deshalb auf der Basis der aktuellen Richtlinien und
Lehrpléne sowie den Vorgaben fiir das Zentralabitur 2013 zusammengestellt.

Auch um Transparenz bei der Leistungsbewertung zu schaffen, haben wir einige Grundsétze in
Anlehnung an den Richtlinien und Lehrplénen zusammengestellt.



2 Ausblick zu Zielen, Bereichen, Themen und Gegenstéinden

2.1 Ausgewihlte Ziele der gymnasialen Oberstufe

1. Verbesserung der Fahigkeit des selbststéindigen Lernens und Arbeitens

2. Verbesserung grundlegender Einstellungen und Verhaltensweisen fiir wissenschaftliches Ar-
beiten

e Konzentrationsfdhigkeit
Geduld und Ausdauer

das Aushalten von Frustrationen

Zuverlassigkeit

2.2 Aufgaben und Ziele des Fachs

Mathematikunterricht soll in der gymnasialen Oberstufe ...

e ... auf Anforderungen im Studium und Berufsleben durch die Vermittlung mathematischer
Kompetenzen vorbereiten.

e ... verdeutlichen, wie Mathematik zur Beschreibung und Lésung komplexer Probleme bei-
tragen kann.

e ... sowohl zum selbststéndigen Lernen wie auch zu kooperativem Lernen in Gruppen an-
leiten.

2.3 Bereiche

Was im Fach Mathematik im Verlauf der gymnasialen Oberstufe zu lernen ist, ldsst sich drei
Bereichen zuordnen:

Bereich 1: Fachliche Inhalte

Dies bedeutet die Aneignung von Begriffen, Lehrsidtzen, Beweisen und Algorithmen. Hier steht
also die fachsystematische Bedeutung der Mathematik im Vordergrund.

Bereich 2: Lernen in Kontexten

Dies bedeutet die Auseinandersetzung mit Mathematik in realen Kontexten. Hier steht also die
reale, konkrete Bedeutung der Mathematik im Vordergrund.

Bereich 3: Methoden und Formen selbststindigen Arbeitens

Die bedeutet das Einiiben selbststéndiger, eigenverantwortlicher Arbeitsschritte (Umgang mit
Informationen, Problemlésen, Dokumentation, Préisentation, Diskussion) sowie auch kooperati-
ver Vorgehensweisen. Hier steht also der Kompetenzerwerb von Schliisselqualifikationen durch
die Auseinandersetzung mit Mathematik im Vordergrund.

2.4 Themen und Gegenstinde

Inhaltliche Schwerpukte fiir den Leistungskurs

2.4.1 Analysis

Fortfithrung der Differentialrechnung
e Bestimmung ganzrationaler Funktionen in Sachzusammenhéngen
e Ableitungsregeln (Produkt-, Quotienten-, Kettenregel, Ableitung der Umkehrfunktion)

e Untersuchung von ganzrationalen Funktionen einschliefflich Funktionenscharen, Exponen-
tialfunktionen und Logarithmusfunktionen in Sachzusammenhéngen



e Extremwertprobleme
Integralrechung

e Produktsummen, Untersuchungen von Wirkungen (z.B. welche Wirkung hat die Wasser-
zulaufgeschwindigkeit auf das Wasservolumen einer Talsperre)

e Stammfunktionen, Integrierbarkeit, Integrationsregeln (partielle Integration, Substituti-
on), bestimmtes Integral, Eigenschaften bestimmter Integrale

e Integralfunktion Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

e Zusammenhang zwischen Integrierbarkeit, Stetigkeit und Differenzierbarkeit
e Beziehungen zwischen Ableitungs- und Integrationsregeln

e Flichenberechnung durch Integration

e Ein Verfahren zur numerischen Integration

e Uneigentliche Integrale

2.4.2 Lineare Algebra/Geometrie

e Lineare Gleichungssysteme fiir n;2, Matrix-Vektor-Schreibweise, systematisches Losungs-
verfahren fiir lineare Gleichungssysteme, Losung unterbestimmter linearer Gleichungssys-
teme

e Rechnen mit Vektoren: Lineare Abhéngigkeit, Basis, Dimension, Erzeugendensysteme, Pa-
rameterformen von Geraden- und Ebenengleichungen

e Standard-Skalarprodukt mit den Anwendungen Orthogonalitéit, Winkel und Lange von
Vektoren

e Normalformen von Ebenengleichungen: Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen, Schnitt-
winkel von Geraden und Ebenen, Abstandsprobleme (Punkt-Ebene)

Alternative 1:
e Abbildungsmatrizen, Parallelprojektionen
e Matrizenmultiplikation als Abbildungsverkettung, inverse Matrizen und Abbildungen
e Gruppenstruktur bzgl. der Matrizenmultiplikation
e Eigenwertprobleme (Eigenwerte und Eigenvektoren)
oder Alternative 2:
e Ubergangsmatrizen, stochastische Matrizen
e Matrizenmultiplikation als Verkettung von Ubergingen
e Gruppenstruktur bzgl. der Matrizenmultiplikation

o Fixvektoren, stationdre Verteilung



2.4.3 Stochastik
Wahrscheinlichkeitsrechnung

e Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhéngigkeit, Satz von Bayes

Erwartungswert und Standardabweichung

Zufallsgrofle, Wahrscheinlichkeitsverteilung

Binomialverteilung und Normalverteilung einschliellich Erwartungswert und Standardab-
weichung, Formeln von de Moivre-Laplace

Beurteilende Statistik Alternative 1:

e cin- und zweiseitiger Hypothesentest
oder Alternative 2:

e Schitzen von Parametern fiir binomialverteilte Zufallsgréfien
Verkniipfung der Stochastik mit Analysis oder Linearer Algebra

o Stetige Zufallsgrofien (Analysis) oder stochastische Matrizen / Markovketten (Lineare Al-
gebra)

3 Leistungsbeurteilung

3.1 Beurteilungsbereich: Klausuren

Im Verlauf der Oberstufe werden die Aufgaben umfangreicher und komplexer, ihre Anzahl ver-
ringert sich. Es werden zudem Aufgabentypen hinzukommen, welche die

e Erlduterung von Vorgehensweisen,

e Beschreibung von Losungswegen,

e kritische Bewertung von Ergebnissen,
e Darstellung von Orientierungswissen

einfordern.

3.2 Beurteilungsbereich: Sonstige Mitarbeit

1. Beitrdge zum Unterrichsgespriach Diese stellen die Basis der Leistungsbeurteilung im Be-
reich Sonstige Mitarbeit dar. Hierbei kann es natiirlich nicht ausschlieflich um Quantitat
gehen, sondern die Beitrége miissen auch einem gewissen Anspruch geniigen.

2. Besondere Arbeitsformen Hausaufgaben stellen eine unverzichtbare Grundlage fiir den Ma-
thematikunterricht dar. Sie dienen der Festigung und Sicherung des erarbeiteten Unter-
richtsstoffes. Hausaufgaben sind von jeder Schiilerin und von jedem Schiiler zu erledigen.
In der Oberstufe kann man, falls die Aufgabenstellung nicht verstanden wird oder keine
Losungsansétze bekannt sind, dies in schriftlicher Form niederlegen. Das Vortragen der
Hausaufgaben z#hlt ebenfalls zum Bereich der sonstigen Mitarbeit. Kriterien fiir einen
guten Vortrag der Hausarbeit:

e Verstindnis und Erkldrung der Aufgabe

e Sicher geordnetes Wissen {iber den mathematischen Bereich



e Erkennen und Begriinden eines geeigneten Losungsansatz
e Selbststéndiges Denken
o Geeignete Darstellung der Ergebnisse in Sprache und Schrift.

Referate Zu diesem Bewertungsbereich sind Stundenwiederholungen und Berichte zu be-
stimmten interessanten Fragestellungen die im Rahmen des Unterrichts auftreten zu zéhlen.

3. Schriftliche Ubungen Eine schriftliche Uberpriifung soll den Wissensstand der Kursgruppe
feststellen, wobei die Kontrolle von Mitschiilern oder Lehrer iibernommen werden kann.
Diese wird im Allgemeinen nicht bewertet.

Die schriftliche Ubung hingegen wird benotet. Die Aufgabenstellung bezieht sich unmit-
telbar auf den Unterricht. Die Bearbeitungszeit betrédgt in der Regel 30 bis 45 Minuten.

4. Selbststéndiges Arbeiten/ Gruppenarbeit/ Mitarbeit in Projekten Gesichtspunkte einer
Beurteilung;:

Beitrige zu einer Arbeit

Beitrige anderer aufnehmen und weiterentwickeln

Aufgaben wie Gesprichsleitung, Protokollfithrung, Priasentation der Ergebnisse iiber-
nehmen

e Gruppenarbeit organisieren und durchfiihren

3.3 Organisatorisches

Entschuldigungen sind in der Oberstufe selbstverstéindlich eine Bringschuld Threrseits. Wir gehen
davon aus, dass Sie Entschuldigungen selbststéindig innerhalb einer Woche nach dem Wiederer-
scheinen in der Schule bei uns vorlegen.

Zudem ist eine selbststdndige Nacharbeit des versdumten Unterrichtsstoffs unabdingbar. Hier
stehen wir Thnen selbstverstidndlich gerne fiir Riickfragen zu Verfiigung. Es empfiehlt sich, schnell
mit einem Mitschiiler oder einer Mitschiilerin Kontakt aufzunehmen, um sich entsprechend zu
informieren.

In der Regel stellt der Kurslehrer im Falle der eigenen Nichtanwesenheit entsprechende Aufgaben
zur Verfiigung. Wir gehen davon aus, dass Sie diese Aufgaben im Vertretungsplanbiiro wiahrend
der Pausen im Oberstufenbiiro abholen und gewissenhaft - im Kursverbund - bearbeiten.

Sie werden im Kursverlauf in unregelméfiigen Abstéinden dazu aufgefordert, geeignete Themen
in Form von Selbstlernaufgaben selbststéindig und termingerecht zu erarbeiten. Diese Themen
sind dann logischerweise auch relevant fiir den Unterricht und fiir Klausuren. Dies erfordert
sicherlich ein gutes Zeitmanagement von Threr Seite.



4 Losen von Gleichung

Gleichungen zu 16sen ist fiir die Mathematik eine unverzichtbare Methodik, um erfolgreich zu
bestehen. Das Losen von linearen, quadratischen Gleichungen und Gleichungen hoheren Grades
sollte jeder Schiiler fehlerfrei beherschen. Deshalb wird an dieser Stelle nochmals die grundle-

gende Methodik zur Losung von Gleichungen erldutert.

4.1 Quadratische Gleichungen

Die allgemeine Form von quadratischen Gleichungen lautet az?+ bz +c = 0. Fiir diese allgemeine
Form gibt es unterschiedliche Losungswege.

4.1.1 Allgemeine Losungenformel

Fiir die Gleichung az? + bx + ¢ = 0 lauten die beiden Losungen:

Ir1 =

T —

4.1.2

Um die p/q-Formel anwenden zu konnen, muss die allgemeine Gleichung ax? + bz + ¢ = 0
erst normiert werden, d.h. die komplette Gleichung muss durch den Faktor a geteilt werden, so

2a

—b+vb%2—4ac
2a
— =b—vb?—dac

p/q-Formel

entsteht die Gleichung 22 + px + ¢ = 0 mit den beiden Losungen:

2
CL‘1=—§+\/%—(]

.%'22—%

S,

W~

4.1.3 Quadratische Erginzung

Bei der quadratischen Ergéinzung wird die Gleichung schrittweise geldst.

ar’ +bx+c=0
b

24—zt =0
a a

2?4 pr+q=0

IL‘2+pl‘:—q
2 2
e () (3)
2)2::<£)2_
<x+2 2) 1
p
2

4.1.4 Spezialfall 1: ax?4+c¢=0

Hier braucht man nicht unbedingt die beiden o.g. Formel, es reicht zuerst das ¢ auf die andere
Seite zu bringen und anschlieBend durch a zu teilen. Dann erhélt man die beiden Losungen:

Tl =

Tro = —

—c
a
—_cC
a

b c
p=- q=—

a a
—q

2
Quadratische Erginzung + (g)

Binomische Formel

p_ _ (3)2_ _b
Ty 7 B
PR Y LA
2 2 4



4.1.5 Spezialfall 2: ax’>+4+bx=0

Auch hier braucht man ebenfalls nicht unbedingt die allgemeine Losungsformel oder die p/q-
Formel. Es reicht ein x auszuklammern und die beiden entstehen Gleichungen zu 16sen. Man
verwandelt die Summe durch das Ausklammern in ein Produkt. Fiir dieses Produkt gilt dann:
Ein Produkt ist gleich Null, wenn der erste Faktor oder der zweite Faktor gleich Null ist!

ax’+br = 0
zlax+b) = 0
r=0Var+b = 0

r=0Vzy=—
a
4.1.6 Beispiele
e Allg. Losungsformel
20% +4x —8 =0
—4 16—-—4-2-(-8 —4—\/16—-4-2- (-8
Y =), AV =9
2-2 2-2
—4 4 +/16 + 64 —4 —+/16 + 64
rH=— To= ————
4 4
—4 4 v/80 —4 — /80
r=— To= ————
4 4
1~ 1,236 V x9= —3,236
—44 /80 —4 —+/80
L={ ; ¥
4 4
e p/qg-Formel
20 442 —8=0 | :2
22 4+20-4=0
-2 4 -2 4
= — - +4 — —4/-+4
1 5 4+ \% 5 4+

x1:—1+\/5 V .%'2:—1—\/5
33‘1%1,236 V .%'2%—3,236

L={-1++5-1-V5}

e Quadratische Ergédnzung

20 42 —8=0 | :2
242 —4=0 | +4

92\ 2
2?4+ 2z =14 |  Quadratische Ergénzung + (> =1

2
2>+ 2x+1=>5 | Binomische Formel
(x+1)?%=5 | /
c+1=vVsVae+l=—V5 | -1

$1:—1—|—\/§\/1‘2:—1—\/5
T~ 1,236 V 29 = —3,236

L={-1+vV5-1-V5}



e Spezialfall 1

Tr1 = \/5\/.7}2 = —\/§
1~ 1,414V x9 =~ —1,414

L={-V2;Vv2}

e Spezialfall 2

42 =122 =0 | Ausklammerm von x
x(dr —12)=0 |
r=0Vv4r —-12=0
r=0Vir=12
r=2Vzr=3
L = {0;3}

4.2 Gleichungen héheren Grades

Gleichungen mit einem Grad grofler als zwei lassen sich z.T. auch mit den oben beschriebenen
Verfahren l6sen, so beruht das Losen von biquadratischen Gleichung auf der Methodik des
Losen einer quadratischen Gleichung. Auch die Methodik des Ausklammern kann bei manchen
Gleichungen recht schnell zur Losung fithren. Bei vielen Gleichungen muss auch 2 oder mehr
Verfahren anwenden, um zur Losung zu kommen. Folgende Verfahren werden hier nochmals
grundlegend erlduter das Losen von biquadratischen Gleichungen, das Ausklammern und die
Polynomdivision.

4.2.1 Biquadratische Gleichungen

Biquadratische Gleichungen lassen sich auf quadratische Gleichungen zuriickfithren. Dazu muss
man eine Substitution durchfithren. Man erkennt eine biquadratische Gleichung daran, dass der
groflere Exponent das Doppelte des kleineren Exponenten ist. Mit Hilfe der Potenzgesetze kann
man die Substitution durchfiihren.

az® +bz" +c=0 | Umformungen
a(z™)?+bz" +c=0 | Substitution 2" =z
az? +bz+c=0 | allg. Losungsformel oder quadratische Ergénzung
—b+ Vb2 —4 —b—Vb? — 4
21 = + 5 ac V 29 = 5 ac |Resubstitution z = z™
a a
. —b+Vb?—dac . —b—Vb*—4dac
" = vV oz = | e
2a 2a
n| —b+ Vb? — 4dac y n| —b—Vb? — 4dac
xr1 = xTra =
! 2a 3 2a
T\L/—b-l—\/bz—élac y T\L/—b—\/b2—4ac
Xro = — Ty = —
2a 2a

Fiir ein gerades n ergeben sich vier Losungen, fiir ein ungerades n nur 2, ndmlich die Lésungen
x1 und x3.

10



4.2.2 Lo6sen durch Ausklammern

Durch Ausklammern von erhilt man automatisch immer Null als Losung der Gleichung. Dadurch
verringert sich der Grad einer Gleichung sofort. So kann man die Gleichung az? + bx? + cx =
0 durch Ausklammern auf eine quadratschische Gleichung zuriickfithren, oder die Gleichung
ax® + ba® + cx = 0 auf eine biquadratische Gleichung.

ar® + bz’ +cx =0 | x ausklammern
x(ax2+bx+c) =0
z1=0Var’+br+c=0

Aus dem zweiten Teil erhélt man nun mit den Lésungsmethodiken fiir quadratische Gleichungen
eine zweite und dritte Losung fiir x.

ax® +bx® +cr=0 | x ausklammern
x(a:v4+b$2+c) =0
21 =0Vaz'+br*+c=0

Aus dem zweiten Teil erhélt man nun mit den Losungsmethodiken fiir biquadratische Gleichun-
gen mit n=4 ein zweite, dritte, vierte und fiinfte Losung fiir x.

4.2.3 Polynomdivision

Die Polynomdivision ist die Methodik, die man immer anwenden kann, wenn Losungen existieren.
Sie ist aber auch die schwierigste Methodik. Vorweg einige Bemerkungen. Jedes Polynom zerfillt
in die sogenannten Linearfaktoren, wenn Nullstellen existieren. Das Ziel der Polynomdivision ist
es also eine Nullstelle zu raten oder verschiedene Moglichkeiten auszuprobieren und dann das
Polynom in ein Produkt zu erlegen. Man erkennt, dass eine quadratsiche Gleichung maximal 2
Losungen hat, eine Gleichung dritten Grades héchstens 3 und eine Gleichung vierten Grades 4.
Dies nennt man den Fundamentalsatz der Algebra. Der Beweis braucht uns hier nicht ndher zu
beschiéftigen, nur die Konsequenzen. Betrachtet man das Polynom a; et +diz+e
so kann man hier keine der bisherigen Methodiken anwenden. Wenn man aber eine Nullstelle z;
hat, dann kann man dieses Polynom auch anders schreiben:

a1zt 4 b12® + c12? + diz + e = (agx® + boz? + oz + da) (z — 21)

Besitzt ein Polynom vier Nullstellen, z;, z2, z3 und z4 hétte konnte man schreiben:

a1zt + b1a® +epx? +dir 4+ ep = az (@ — 21) (z — 22) (x — 23) (¥ — z4) Aus der ersten Gleichung
ergibt sich dann die Polynomdivision:

(a1x4 + b2 + 22 + dix + el) S (x — 21) = agx® + box® + cox + do

Nehmen wir mal die Gleichung: 2* + 52% + 622 — 62 — 18 = 0

1. Schritt: Nullstellen raten

Es kommen nur ganzzahlige Teiler von 18 in Frage. Also +/-1;4/-2;4/-3;4/-6;+/-9;+/-18.
Durch Einsetzen der Zahlen in das Polynom sucht man die erste Nullstelle.

14 4+5%134+6%12-6+1—-18+#0

(=3)* +5% (=32 +6%(=3)2—6%(—3)—18=0

Dann heifit der Linearfaktor zur Nullstelle -3 (x+3). Allgemein: Wenn a eine Nullstelle, eines
Polynoms ist, heiit er passende Linearfaktor (x-a).

2. Schritt: Polynomdivision

( x4+5x3+6x2—6x—18) : (x+3)::z3+2m2—6

— gzt — 323
223 + 622
— 223 — 622
—6x — 18
6x + 18
0

11



Also kann man Folgendes schreiben:
2t 4523+ 622 —62—18 = 0
(34222 —6)(z4+3) = 0
?+21:°-6=0 VvV 2+3=0
Die Schritte im Einzelnen:
( 1:4+51:3+61:276x718) : (x+3) =

3

Als erstes teilt man %4 = z° im allgemeinen % = ax® und schreibt dies hinter das Gleichheits-

zeichen.
( x4—|—5m3—|—61:2—61:—18) : (:U+3) =3
Anschlielend multipliziert man dieses Ergebniss, mit dem Linearfaktor, hier x+3. Es ergibt

sich (z + 3) - 23 = 2* + 3z . Dieses schreibt man unter die erste Klammer, da man dies aber
subtrahieren muss dreht man die Vorzeichen einfach um! Das Ergebnis sollte dann so aussehen:

( x4+5w3+6w2—6x—18) : ($+3) = g3
— gt — 323
Man addiert und holt die nichste Zahl herunter.
( 1:4+5x3+6$2—6x—18) : (az+3) = g3

— % — 323
223 + 622
Nun beginnt es wieder von vorne. Man dividiert % = 222 und schreibt dieses hinter das
Gleichheitszeichen.
( x4+5x3+6x2—6x—18) : (:U+3) = 23 4 222
— gt — 323
223 + 622

Anschlielend multipliziert man wieder dieses Ergebniss, mit dem Linearfaktor, hier x+3. Es
ergibt sich (z +3) - 222 = 223 + 62. Dieses schreibt man unter die erste Klammer, da man
dies aber subtrahieren muss dreht man die Vorzeichen einfach um! Das Ergebnis sollte dann so
aussehen:

( x4+5x3+6x2—6x—18) : (x+3) = 23 4 222

— % — 323
223 + 622
— 223 — 622

Man addiert und holt die nachsten beiden Zahlen herunter.
( a*+52%+6a% — 62 —18): (v +3) =a® + 22?

— gt — 323
223 + 622
— 223 — 622

— 6z — 18
Noch ein Durchlauf und man hat das Ergebnis:

( 1:4+5x3+6$2—6x—18) : (az+3):x3—|—2x2—6

— g% — 323
223 + 622
— 222 — 622
— 6z — 18
6x + 18
0

12



4.2.4 Beispiele

e Biquadratische Gleichungen

' — 1322436 =0 | Umformen
(1;2)2 —13224+36=0 | Substitution z° = z
22 -132436=0 | p/q-Formel

21:§+ ?—36 V 22:§— ?—36
z1:6,5—|—\/6,725 V 22:6—1-5—\/6,725
21=6,5+2,5 V 20=6,5—2,5
21 =9 V 29 = 4| Resubstitution z = x?
=9 Vv =4 /
1 =3Vara=—-3 V x3=2Vary=—-2

L={-3;,-2;2;3}

e Gleichung mit Ausklammern
43 —162% + 162 =0 | :4
23 — 42?2 162 =0 | Ausklammern
m(m2—4x—|—4) =0
£1=0 V 22 —4x+4=0 |p/q-Formel
Ta=24+VA—4Vr3=2—+1—14
z1=0 V 29=2Vzx3=2

L = {0;2}

<

.leo

e Polynomdivision
23 —322 —204+6=0
mogliche Nullstellen: £1 +2+3 £ 6
13-312-2.146=1-3-2+6+#0
(=1)° =3 (1) =2-(-1)+6=—-1-34+24+6#0
23 -3.22-2.246=8-12-4+6#0
(=2)* =3-(=2)2=2-(=2)+6=—-8—124+4+6#0
33-3.32-2-34+6=27T-27-64+6=0
Also ist x=3 eine Nullstelle und (x-3) der dazugehorige Linearfaktor.
( x3—3x2—2x+6) : (x—3)2x2—2
— 23 + 322
—2x+6
2z — 6
0

=32 —22+6=0
(x—3) (2% —2)
t—3=0 V 22-2=0
=3 V 22 =2
r1=3 V 332:\/5\/:1:3:—\@
L={-V2;Vv2;3}
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5 Kurvendiskussion

Die Kurvendiskussion untersucht eine Funktion auf die wesentlichen Figenschaften. Nach der
Diskussion kann der Graph aufgrund der Eigenschaften skizziert werden. Zu den Eigenschaf-
ten gehoren: Definitionsbereich, Symmetrie, Verhalten fiir betragsgrofie x-Werte, Nullstellen,
Ableitungen, Extremstellen und Wendepunkte.

5.1 Definitionsbereich

Fiir ganzrationale Funktionen der Form f(z) = a,2™ +a,_12""'... a1z + ag ist der Definitions-

bereich die Menge der reelen Zahlen D = R, d.h. man kann jede reelle Zahl fiir x einsetzen.

5.2 Symmetrie

Es gibt zwei Formen der Symmetrie, die Achsensymmetrie zur y-Achse und die Punktsymmetrie
zum Ursprung. Gilt f(—z) = f(z), ist der Graph achsensymmetrisch zur y-Achse, gilt f(—z) =
—f(z), ist der Graph punktsymmetrisch zum Ursprung. Fiir ganzrationale Funktionen kann man
folgendes feststellen: Treten nur gerade Exponenten bei den Potenzen von x auf, so liegt eine
Achsensymmetrie zur y-Achse vor. Treten nur ungerade Exponenten bei den Potenzen von x
auf, so liegt eine Punktsymmetrie zum Urspung vor. Hierbei ist zu beachten, dass ag als gerader
Exponent zahlt.

5.3 Verhalten fiir betragsgrofie x-Werte

Das Verhalten fiir betragsgrofle x-Werte oder das Verhalten im Unendlichen einer ganzrationa-
len Funktion wird ausschliefilich von dem Summanden mit dem hochsten Exponenten bestimmt.
Man unterscheidet die Fille fiir positive und negative a, sowie fiir gerade und ungerade Expo-
nenten. Es ergibt sich folgende Tabelle:

Gerader Exponent

an >0 | limy_o0 f(x) = 00 lim, o f(x) = 0

an <0 | limy_yo0 f(x) = —00 | limg—s oo f(z) = —00
Ungerader Exponent

an >0 | lim,_,o f(x) = 00 lim, oo f(z) = —00

an <0 | limy_ oo f(x) = —00 | im0 f(x) = 00

5.4 Nullstellen

Die Nullstellen sind die Schnittpunkte des Graphen mit der x-Achse. Mit dem Ansatz f(z) =0
und dem Losen der Gleichung mittels der entsprechenden Methodiken erhilt man die Nullstellen
der Funktion (vgl. Kapitel 2).

5.5 Ableitungen

Im allgemeinen wird die erste, zweite und dritte Ableitung benétigt. Diese sind nach der Summen-
, Faktor- und Potenzregel zu bilden.

Regel Potenzregel | Faktorregel | Summeregel
Funktion | z" c- f(x) f(x)+ g(x)
Ableitung | n - 2" ! c- f'(x) f'(z) + ¢'(x)

5.6 Extremstellen

Zur Bestimmung der Extremstellen (Hoch- und Tiefpunkt) einer Funktion wird als erstes aus-
genutzt, dass die erste Ableitung der Funktion (die Steigung) der Extremstelle gleich Null ist.
Dieses nennt man die notwendige Bedingung. Der Ansatz lautet also: notwendige Bedingung :
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f(x) = 0. Durch Auflsen dieser Gleichung erhilt man mégliche Extremstellen. Die Unterschei-

dung in Tief- und Hochpunkte geschieht entweder iiber die zweite Ableitung, oder iiber das

Vorzeichenwechselkriterium der ersten Ableitung.

Hinreichende Bedingung fiir Extremstellen mit Hilfe der 2. Ableitung:

f'(zo) = 0A f"(x0) > 0= an der Stelle x¢ liegt ein Minimum vor

f'(xg) =0A f"(xg) < 0= an der Stelle x¢ liegt ein Maxmimum vor

Durch Einsetzen von x¢ in die Funktionsgleichung erhélt man die Koordinanten der Hoch- und

Tiefpunkte. Es kann vorkommen, dass diese hinreichende Bedingung fiir die zweite Ableitung

auch den Wert Null liefert. Ist dies der Fall muss das Vorzeichenwechselkriterium angewendet

werden.

Hinreichnde Bedingung fiir Extremstellen mit Hilfe des Vorzeichenwechselkriteriums

Seien beispielsweise 1, xound x3 drei Nullstellen der ersten Ableitung.

r<T] | T1 | T1<T<T2 | T2 |T2<x<23 |23 | 23<T
VZW f'(x) - 0 + 0 - 0 -

Vorzeichenwechsel von - nach +, d.h. bei z; liegt ein Minimum vor.

Fiir o gibt es einen Vorzeichenwechsel von + nach -, d.h. bei x5 liegt ein Maximum vor.

Fiir x5 gibt es keinen Vorzeichenwechsel, d.h. bei z3 liegt eine Sattelstelle vor.

Durch Einsetzen von xg in die Funktionsgleichung erhélt man die Koordinanten der Hoch- und

Tiefpunkte bzw. Sattelpunkte.

Fiir 1 gibt es einen

5.7 Wendepunkte

Bei der Bestimmung der Wendestellen und Wendepunkte geht man analog vor. Der Ansatz ist
die notwendige Bedingung: f”(x) = 0. Durch das Auflésen dieser Gleichung erhiilt man mégliche
Wendestelle. Ob es wirklich Wendestellen sind, kann man wieder iiber die hinreichende Bedin-
gung feststellen. In Analogie gibt es auch hier zwei, zum einem die hinreichende Bedingung mit
Hilfe der 3. Ableitung und zum anderen die hinreichende Bedingung mit dem Vorzeichenwech-
selkriterium.
Hinreichende Bedingung fiir Extremstellen mit Hilfe der 2. Ableitung:
[ (x0) =0A f"(x0) # 0 = an der Stelle xq liegt eine Wendestelle vor
Durch Einsetzen von xg in die Funktionsgleichung erh&lt man die Koordinanten der Wendepunk-
te. Es kann vorkommen, dass diese hinreichende Bedingung fiir die dritte Ableitung auch den
Wert Null liefert. Ist dies der Fall muss das Vorzeichenwechselkriterium angewendet werden.
Hinreichnde Bedingung fiir Wendestellen mit Hilfe des Vorzeichenwechselkriteriums:
Beispielsweise seien x1, xound x3 drei Nullstellen der zweiten Ableitung.
<2 |1 | T1<T<To | X2 | T2<Tx<T3 | X3 | X3<XT
VZW f"(z) - 0 + 0 - 0 -
Vorzeichenwechsel von - nach +, d.h. bei z; liegt eine Wendestelle vor.
Fiir zo gibt es einen Vorzeichenwechsel von + nach -, d.h. bei x5 liegt eine Wendestelle vor.
Fiir x5 gibt es keinen Vorzeichenwechsel, d.h. bei z3 liegt keine Wendestelle vor.
Durch Einsetzen von xg in die Funktionsgleichung erh&lt man die Koordinanten der Wende-
punkte.

Fiir z; gibt es einen

5.8 Beispiel
f(z) = 20* + 723 + 522

e Definitionsbereich
D=1R

e Symmetrie
Die Funktion weist sowohl gerade als auch ungerade Exponenten auf, d.h es liegt keine
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Symmetrie vor. Alternativ:

fl=z) = 2(=a)' +7(=2)’ + 5 (-a)’
= 2z — 72% 4 522 # f(2) = nicht achsensymmetrisch
= 22% — 72% 4+ 522 # — f(2) = nicht punktsymmetrisch

e Verhalten fiir betragsgrofie x-Werte
Der grofite Exponent ist gerade und der entsprechende Koeffizient grofler als Null ay = 2

, also gilt:
lim f(z)= o0
T—>00
lim f(z) =00
T—r—00
e Nullstellen
Ansatz: f(z) = 0
20 + 723 522 = 0 |2? ausklammern

e}

x2-(2x2+7x+5) =
2=0 Vv 202472 4+5=0 |:2
r1=0 VvV 2243,524+2,5=0 | p/g-Formel
z1=0 V x9=—-1Vax3=-2,5

Die Nullstellen lauten: x1 = 0,z9 = —1,23 = —2,5

e Ableitungen

fl(x) = 8% +212% + 10z
f(x) = 242® +422+10
f(x) = 48z 442

e Extremstellen

notwendige Bedingung: f'(z) = 0
82° + 2122 +10z = 0
z- (82 +21z+10) = 0

11=0 V 8242lz+10=0
rx1=0 V z9=-0,625V a3 = -2

Mogliche Extremstellen: 1 = 0,z9 = —0,625; x3 = —2

hinreichende Bedingung;: f()=0Af"(z) <>0
f(0)=0 A f"(0)=10> 0= Minumumstelle bei x;=0
f1(—=0,625) =0 A f"(-0,625) = —6,875 < 0 = Maximumstelle bei xo=-0,625
fif(=2)=0 n f'(-2)=2
Somit lauten die Extrempunkte:

Hochpunkt (-0,625:0,55)
Tiefpunkte (0;0) und (-2;-4)

2 > 0 = Minumumstelle bei x3=-2
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e Wendepunkte

notwendige Bedingung: f(z) = 0
24z’ 4422410 = 0 |:24
7 5
z? + 4x+ T 0 |p/q-Formel
7 7 1
= —— \/20 vV =————v201
o 8 M TS w

~—0,28 V a9~ —1,47

Mogliche Wendestellen: z4 = —% —|— 24 201; 25 = —L — 57V 201

o]

() #0
\/201) ~ 28,56 # 0 = Wendestelle bei x4

()

(1
-

hinreichende Bedingung:

I
1" 7 1 o "
f <—8+24m> 0 A f

7 1
mf 9 _ m
(-5 3vB1) =0 A f

—+

201 ) =~ —28,56 # 0 = Wendestelle bei x5

Af!
1
2
1
Y

OO\\I OO\\I

Somit lautet die Wendepunkte:
Wendepunkte (-0,28;0,25) und (-1,47;-2,09)

e Graph

17



6 Bestimmung ganzrationaler Funktionen

Ist eine Funktion gegeben, kann man die Koordinaten von Punkten des Graphen ermitteln.
Sind umgekehrt Punkte vorgegeben oder Eigenschaften, kann man versuchen, eine ganzratio-
nale Funktion zu bestimmen, deren Graph durch die Punkte geht und die entsprechenenden
Eigenschaften ausweist.

6.1 Methodik

Als erstes muss man etwas iiber den Grad der Funktion aussagen. Ist eine Funktion dritten
Grades gesucht, lautet die allgemeine Funktionsgleichung: f(x) = ax® + bx? + cx + d. Fiir eine
Funktion zweiten Grades benutzt man f(z) = ax? + br + c. Als nichstes werden Bedingun-
gen angesetzt, die sich aus der Aufgabenstellung ergeben. Fiir Koordinaten benutzt man die
Funktionsgleichung, fiir Steigungen die erste Ableitung und fiir Kriimmungen die zweite Ablei-
tung. Diese Ableitungen muss man ggf. noch bilden. Ist eine Funktion achsensymmetrisch oder
punktsymmetrisch kann man sofort alle ungeraden bzw. geraden Exponten streichen. Fiir eine
Funktion dritten Grades braucht man vier Bedingungen, diese Bedingungen ergeben dann ein
Gleicungssystem, dass man mit Hilfe des Gauf-Algorithmus l6sen kann. Die Losungen setzt man
zum SchluB} in die allgemeine Form ein und kann anschlieBend das Ergebnis kontrollieren.

6.2 Beispiel

Der Graph einer ganzrationalen Funktion dritten Grades beriihrt die Winkelhalbierende des
ersten Quadranten bei x=1 und &ndert sein Kritmmungsverhalten im Punkt (0;5).

e Aussagen zum Grad der Funktion
Es wird angegeben, dass die Funktion vom Grad drei ist, d.h die allegmeine Gleichung
lautet: f(x) = az® + bz? + cx + d. Man muss also vier Bedingungen aufstellen.

e Bedingungen

1. Punktkoordinate P(0;0,5)

2. Wendepunkt P(0;0,5): Es wird angegeben, dass der Graph in P das Kriitmmungver-
halten &ndert, d.h. fiir x=0 liegt ein Wendepunkt vor, d.h die zweite Ableitung ist
Null (notwendige Bedingung fr Wendepunkte).

3. Steigung fiir x=1 ist 1: Da der Graph die Winkelhalbierende bei x=1 beriihrt, stimmen
die Steigungen des Graph mit der Steigung der Winkelhalbierenden {iberein. Da die
Steigung der Winkelhalbierenden eins ist, ist die Steigung des Graphen und damit
die Ableitung auch 1.

4. Punktkoordinate P(1;1): Diese ist nicht explizit angegeben, aber da der Graph die
Winkelhalbierende fiir x=1 beriihrt und diese fiir x=1 den y-Wert 1 hat, muss der
Graph auch durch den Punkt (1;1) verlaufen.

e LGS
Zuerst muss man die allgemeinen Funktion bilden und benétigten Ableitungen bilden, hier
die ersten beiden Ableitungen.

f(x) = ax®+ba+cx+d
fl(x) = 3ax?+2bx+c
f"(z) = 6ax+2b
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Nun werden die Eigenschaften in Bedingungen umgesetzt:

Eingenschaft Bedingung Einsetzen
P(0;0,5) f(0)=0,5] a0 +060>+c0+d=0,5
Wendepunkt P(0;0,5) | f”(0)=0 6a0 +2b =0
Steigung bei x=1ist 1 | f'(1) =1 3al? +2b1 +c=1
R (151) fQ)=1 | al>’+b1*+cl+d=1
Anschlieend muss das Gleichungssystem gelost werden:
d = 0,5
2b = 0
3a+2b+c = 1
a+b+c+d = 1
d = 0,5
b = 0
3a+2-04c = 1
a+0+¢+05 = 1
d = 0,5
b = 0
Sutc — 1 IV-III
a+c = 0,5
d = 0,5
b = 0
da+c = 1
—2a = -0,5
d = 0,5
b = 0
Ja+c = 1
a = 0,25
d = 0,5
b = 0
3-0,254c¢ = 1
a = 0,25
d = 0,5
b = 0
0,7 +c = 1
a = 0,25
d = 0,5
b = 0
c = 0,25
a = 0,25

e [osung:
Die gesuchte Funktion lautet: f(z) = 0,253 + 0,25z 4+ 0,5
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7 Aufgaben

7.1 Lo6sen von Gleichungen

Lose die folgenden Gleichungen
1. =322+ 152 —12 =0
2. 2t —22=0
3. 28 — 224 — 822 =0
4. 2"+ 25 -2 =0
5.2 4+22-6=0
6. 2% + 423 — 2122 — 642+ 80 =0
7. -t —2?4+24+1=0
8. xt — 1723 + 5322 — 7o — 78 =0

9. z° 4+ 9z* + 1323 — 5722 — 862 + 120 = 0

7.2 Kurvendiskussion

Fiihre eine vollstéindige Kurvendiskussion der folgenden Funktionen durch

L f(z)=a23+52° +3z—9

2. f(x) =a* — 523 + 62% + 42 — 8
3. f(x) =23 +22% - 16

4. f(z)=a2* —222 + 1

7.3 Bestimmung ganzrationaler Funktionen

Bestimme die gesuchten Funktionsgleichungen:

1. Gesucht ist eine ganzrationale Funktion dritten Grades mit dem Tiefpunkt P(1;-2), deren
Wendepunkt im Koordinatenursprung liegt.

2. Der Graph einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im Ursprung und im Pukt
P(2;4) jeweils ein Extremum.

3. Eine ganzrationale Funktion vom Grad vier hat einen Sattelpunkt im Ursprung und einen
Tiefpunkt in P(-2;-6).
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8 Losungen

8.1 Lo&sen von Gleichungen

1.
—32%2+150—-12=0 | :-3
2> —5x+4=0 | p/q-Formel
xlzg %—4 Vv xlzg— %—4
1 =2,54++/2,25 V 23=2,5 2,25
r1=4 V xz9=1
L ={1;4}
2.
2t —22=0 | 2? ausklammern
:1:2(x2—1)20
=0 VvV 22-1=0
11=0 VvV =1
z1=0 V x29=1Vaz=-—1
L={-1;0;1}
3.
2% — 22" — 822 =0 | 22 ausklammern
x2~(:c4—2:c2—8):0
2?=0vazt—222-8=0 | Substitution 2° = 2
z2=0V2z2—-2:-8=0 | +8
2=0V22-22=8 | +1 Quadratische Ergiinzung
z2=0Vz2—224+1=9 | Binomische Formel
2=0V(z—1°=9 | /
r=0Vz—1=3Vz—1=-3 | +1
z2=0Vz=4Vz=—-2 | Resubstitution z =z
=0V =4vat=-2 | /
1 =0Vry=2Vaxg=-—2
L ={-2;0;2}
4.

.’B3

e’ 42’ —2:3 =0 |
(m4—|—x2—2):0

Bd=0vat+a2?-2=0 |
=0V +2z-2=0 |

1 /1 1 /1
2120\/22:—54- Z+2\/Z3:_§_ 14-2
21=0V 20 =—-0,04++/2,25V 290 = —0,5 — /2,25

21=0V2 =1V 23 =-2 |

rp=0vVal=1va?=-2 |
1 =0Vzo=—-1Vz3=1

L={-1;0;1}

21

2% ausklammern

2

Substitution z° = 2

p/q-Formel

Resubstitution z = x

s
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z*+ 22 —6=0 | Substitution 2* = z
224+2-6=0 | p/q-Formel

21=—0,5+/6,25V z1 = —0,5 — /6,25

2

21 =2V 2z =—-3 | Resubstitution z =z
?=2vat=-3 | va
T = \/5\/ T = —\[2
L={+v2}

ot 4 42% — 2122 — 6424+ 80 =0 | Da f(4)=0 Polynomdivion: (z — 4)

ot —4a® — 212 + 642 +80) : (z —4) = 2® — 212 — 20

—at + 423
— 2122 + 64z
2122 — 84z
— 202 + 80
20z — 80

0

(x—4) (2°—212-20=0) =0
r1=4Va® -2l —20=0 | Da f(-4)=0 Polynomdivision: (x + 4)

( z3 —211:—20):(:6—{-4):3:2—430—5
— 23 — 422
—42% — 21z
422 4 162
—5x — 20
o5z + 20
0

1 =4V (z+4)- (2 —42 —5) =0
:U1:4\/x2:—4v;82—4x—5:0
IL‘1:4\/£L'2:—4\/ZL'3:2+\/§\/3}4:2—\/§
r1 =4Vareg=—-4Vr3=5Vary=—1
L={-4;-1,4;5}

p/q-Formel

—23—2?+2+1=0 | Da f(-1)=0 Polynomdivision: (z + 1)

(—:L‘3—:B2+:B+1):(:L'+1): —r24+1
3+ 22
r+1
—xz—1
0
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(z+1) (-2 +1) =0
rp=—-1V—-2241=0 | +z
rp=—-1vazi=1 | v
r1=—-1Vzo=1Vr3=—-1
L={-1;1}

2

ot —172% 4 532 — 7z — 78 =0 | Da f(2)=0 Polynomdivion: (z — 2)

( 2t —1723 +532* — 7z —78): (v —2) =a® — 152% + 23z + 39

—zt 4223
— 1523 + 5322
1523 — 3022
2322 — Tz
— 2322 + 462
39z — 78
— 392 + 78

0

(z—2)- (2® — 152" + 232+ 39 =0) =0
r1=2Va3 -2l —20=0 | Da f(3)=0 Polynomdivision: (z — 3)

( 23 —1522+232+39): (2 —3) =2®— 120 —13

— 23 4322
— 1222 + 23z
1222 — 362
—13x + 39
132z — 39
0

r1=2V(x—3) (2> -4z -5)=0

1 =2Vxy=3Va®—122—13=0 | p/q-Formel
x1:2Vm2:BVx3:6+\/4T9\/:):4:6—\/@
1 =2Vzo=3Vr3=13Vzry=—-1
L={-1;2,3;13}

9. 2° +92* + 1323 — 5722 — 862 + 120 =0

25 +92% + 1323 — 572% — 862 +120 =0 | Da f(1)=0 Polynomdivion: (x — 1)
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8.2

( 2° +92*+ 1323 — 5722 — 862 +120) : ( — 1) = 2* + 1023 + 2322 — 34z — 120

— + z?
10z* + 1323
—10z* + 1023
233 — 5722
— 2323 4 2322
— 3422 — 86z
34z — 34z
— 120z + 120
120z — 120
0

(x—1) (2° — 152> + 232+ 39 = 0) = 0
1 =1Vt +1023 + 2322 — 342 — 120 =0 | Da f(2)=0 Polynomdivision: (z — 2)

(2 +102® + 2327 — 342 — 120) : (z — 2) = 2% + 1227 + 472 + 60

—zt 4223
1223 + 2322
— 1223 + 2422
4722 — 34z
— 4722 + 942
602 — 120
— 60x + 120

0

11 =2V (x—2) (2 -4z -5)=0
1 =2Vary=2Va®+122° +472x +60 =0 | Da f(-3)=0 Polynomdivision: (z + 3)

( 23 +1222 +472+60) : (z+3) =2+ 92+ 20

—z3 — 322
922 4 4Tz
— 922 — 27x
20z + 60
— 202 — 60
0

1 =2Va=2V(z+3) (2 —4x —5) =0
r1=2Vary=2Varz3=-3Va?+924+20=0 | p/g-Formel

x1:2v:62:2\/x3:—3\/x4:—4,5+\/0,725Vw4:—4,5—\/O,T5

1 =2Vre=2Vaeg=—-3Vary=—-4Vars=-5

L ={-5;-4,-3;1;2}

Kurvendiskussion

1. f(x)=2®+52%+ 32— 9

e Definitionsbereich
D=R
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e Symmetrie
Die ganzrationale Funktion weist sowohl gerade als auch ungerade Exponenten auf,
d.h es liegt keine Symmetrie vor. Alternativ:

fl=z) = (=2’ +5(-x)* +3(-2) -9
= —23 4+ 522 — 3z — 9 # f(z) = nicht achsensymmetrisch
= —23 4+ 522 — 3z — 9 # — f(z) = nicht punktsymmetrisch

e Verhalten fiir betragsgrofie x-Werte
Der grofite Exponent ist ungerade und der entsprechende Koeffizient grofler als Null,
also gilt:

Jim 1(0) = o0

o Nullstellen

Ansatz: f(z) =
224522432 -9 = 0 |Da f(1)=0 Polynomdivision (x — 1)

( x3+5x2—|—3x—9):(x—l):x2+6x+9

— 3 +x2
622 + 3z
— 622 + 62
9 —9
-9 +9
0

(x—1)- (2> +6x+9=0)=0
(x—1)=0 V 22+62+9=0 |Binomische Formel
z1=1 VvV (z+3)%=0 va
rz1=1 V x90=-3

Die Nullstellen lauten: z1 = 1,29 = —3

e Ableitungen

fl(x) = 32 +10x+3
f"(z) = 6z+10
@) = 6

e Extremstellen
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notwendige Bedingung: f'(z)

3024+ 102 +3 = 0  [:3
10
z? + 37 +1 =0 |p/q-Formel
x —§+ §—1 vV oz 5 §—1
T3 Vo 273 9
5,18, _ 5 [
T3V S T
) n 4 v 5 4
x1=——+ = Tog=—— — =
YT 373 773 3
1
xr] = —g Vo x9=-3
mogliche Extremstellen:xy = —3; 22 = —%
hinreichende Bedingung;: f(x)=0Af"(z) <>0
1 1
I (3) =0 A f" <3> = 8 < 0 = Minimumstelle bei x;
f(=3)=0 A f"(-3)=-8> 0= Maximumstelle bei x2

Hochpunkt (-3;0)
Tiefpunkt (3;-9,3)

e Wendepunkte
notwendige Bedingung: f”(z) =
6x + 10

| —10:6

r = —

3

Moégliche Wendestellen: z = %

hinreichende Bedingung: f”(x) =0 A f"(x) # 0

5 5
1 (3) =0Af"” <3> = 6 # 0 = Wendestelle

Somit lautet der Wendepunkt (%, 14,51)

e Graph

2. f(x) =a* — 523 + 622 + 42 — 8

e Definitionsbereich
D=1R

e Symmetrie
Die ganzrationale Funktion weist sowohl gerade als auch ungerade Exponenten auf,
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d.h es liegt keine Symmetrie vor. Alternativ:

fl=) = (=2)' =5(-2)’ +6(-2)* +4(-z) - 8
= ot — 523 + 62% — 42 — 8 # f(x) = nicht achsensymmetrisch
xt — 523 + 622 — 4o — 8 # — f(x) = nicht punktsymmetrisch

e Verhalten fiir betragsgrofie x-Werte
Der grofite Exponent ist gerade und der entsprechende Koeffizient grofier als Null,
also gilt:

lim f(z) =

T—00

lim f(z)

T—r—00

o0
o0

e Nullstellen

Ansatz: f(x) =
at =53+ 62 +4r -8 = 0 |Da f(2)=0 Polynomdivision (z — 2)

x4—5x3+6x2+4x—8):(x—2)::1:3—3:r2+4

—zt + 223
— 323 4 622
323 — 622
4r — 8
—4x +8
0

(z—2) (2°-32°+4=0) =0
(x—2)=0 VvV 23—-3224+4=0 |Da f(-1)=0 Polynomdivision (z + 1)
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( 3 — 32 +4):(:c+1):$2—4x+4

_ 3 g2
— 422
4a? + 4x
4o + 4
—4dx—4
0
r1=2V(@+1)=0 V 22 —4x+4=0 | p/g-Formel

1 =2 V x9=—-1Vax3=2Vxy=2

Die Nullstellen lauten: z1 = 2,20 = —1,23 = 2

e Ableitungen

fl(x) = 423 — 1522 + 122 +4
f"(z) = 122% — 30z + 12
f(x) = 24z —30

e Extremstellen

notwendige Bedingung: f'(z) = 0
4o — 1522 + 122 +4 = 0 |Da £’(2)=0 Polynomdivision (z —2)

4x3—15x2—|—12$—|—4) : (x—2):4z2—7:n—2

— 423 4+ 822
— 72?4+ 122
Tx? — 14x
—2x+4
20 —4
0
(z—2)=0 V 422 —72-2=0 |: 4
7 1
rp=2 VvV 332—13:—520 |p/q-Formel
VS Y O S 7 19 1
nEEVTREeT 6 T2 BT Vea 2
r1=2Vzx —z g vV oz Z— 8—1
Lo 278" Ve P78 64
9\ 7+9 y 7 9
x] = To = — + — Ty =— — —
! 278 "8 P78 8
1
1 =2Vaa=2 V xgz—z

mogliche Extremstellen:zy = 2;20 = —1
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hinreichende Bedingung: f'(x)=0A f"(z) <>0
1
f! <—le> =0 A f" (—4> = 7,5 > 0 = Minimumstelle
f(2)=0 A f"(2) = 0= Keine Aussage moglich

Hinreichende Bedingung mit dem Vorzeichenwechselkriterium:
r<2|x=2|2<zx
VZW f'(x) + 0 +
Fiir x = 2 gibt es keinen Vorzeichenwechsel, d.h. bei x = 2 liegt ein Sattelstelle vor.

Sattelpunkt (2;0) Tiefpunkt (3;-8,4)

e Wendepunkte

notwendige Bedingung: f”(x) = 0
1222 =30z +12 = 0 |:12
22 =25 +1 = 0 | p/q-Formel

21 =1,254+/1,252 -1 V a5=1,25—+/1,252 — 1
21=1,25+0,75 V x9=1,25-10,75
V

xr1 = 2 o = 0, 5
Mogliche Wendestellen: 1 = 2,2 = 0,5

hinreichende Bedingung: f”(z) =0 A f”(x) # 0
17(0,5)=0A f"(0,5) = —18 # 0 = Wendestelle
17 (2)=0A f"(2) = 18 # 0 = Wendestelle

Somit lautet die Wendepunkte (2;0) und (0,5;5)

e Graph

3. f(z) =23+ 222 — 16
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e Definitionsbereich
D=R

e Symmetrie
Die ganzrationale Funktion weist sowohl gerade als auch ungerade Exponenten auf,
d.h es liegt keine Symmetrie vor. Alternativ:

f(=2) = (=2)°+2(-x)" - 16
= 2%+ 22% — 16 # f(x) = nicht achsensymmetrisch
= 2% +22% — 16 # — f(z) = nicht punktsymmetrisch

e Verhalten fiir betragsgrofie x-Werte
Der grofite Exponent ist ungerade und der entsprechende Koeffizient grofler als Null,
also gilt:

25 2 =00
lim f(z)=—o00
T—r—00
e Nullstellen
Ansatz: f(z) = 0
3 +222 16 = 0 |Da £(2)=0 Polynomdivision (z — 2)
3 4 222 716):(x72):x2+4$+8
— 3 4 222
42
— 422 + 8z
8r — 16
—8x + 16
0

(r—2) (2 +42+8=0) =

(r—2)=0va®+42+8 = 0 |p/q-Formel
r1 =2Vre=-24 +V4-8 vV o x3=-2— 4—8
~—— ——
nicht definiert nicht definiert

Die Nullstellen lauten: x1 = 2
e Ableitungen

fl(x) = 32 +4z

f"(z) = 6z+4
f///(x) — 6
o Extremstellen
notwendige Bedingung: f'(z) = 0
322 +4x = 0 | ausklammern
(x)-(Bx+4) = 0
z1=0 VvV 3x+4=0 | —4 3
4
r1=0 V x9= —3
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mogliche Extremstellen:z; = 0; 22 = —%

hinreichende Bedingung: f'(z)y=0Af"(z)<>0
4 4
f <—3> =0 A f <—3> = —4 > 0 = Maximumstelle

f(0)=0 A f"(0) =4 = Minimumstelle

Hochpunkt (—3;-6,5 ) Tiefpunkt (0;-16)
e Wendepunkte

notwendige Bedingung: f”(x) = 0
6r+4 = 0 |—4 6
2
xr=—=
3

Mogliche Wendestellen: x = _%
hinreichende Bedingung: f”(x) = 0A f"(z) #0

2 2
1" <_3> =0A f" (—3> = 6 # 0 = Wendestelle

Somit lautet der Wendepunkt (—%; —15,1)

e Graph

4. flx) =a* —22%2 +1
e Definitionsbereich
D=R

e Symmetrie
Die ganzrationale Funktion weist nur gerade Exponenten auf, d.h es liegt eine Ach-
sensymmetrie vor. Alternativ:

flma) = (m2)' =2(-a)’ +1
z* — 222 + 1 = f(z) = achsensymmetrisch
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e Verhalten fiir betragsgrofie x-Werte
Der grofite Exponent ist gerade und der entsprechende Koeffizient grofier als Null,
also gilt:

Jm f(2) = oc
im  f(x) = oo
e Nullstellen
Ansatz: f(z) = 0
at — 222 +1 = 0 | Substitutionz? = 2
22 —22+1 = 0 | p/g-Formel
n=14+V1-1 V 29=1—-+v1—-1
z1=1 vV 29 =1 | Resubstitutionz = z?
z? = 1 I/

r1 =1 Vag=-1

Die Nullstellen lauten: z1 = 1,29 = —1
e Ableitungen
fl(x) = 4a® —4a
f(x) = 122° —4
f(x) = 24z

e Extremstellen

notwendige Bedingung: f'(z) = 0
4o — 4z = 0 | ausklammern
(x)- (422 —4) = 0
r1 =0 4 —4=0 | +4 4

V
r1=0 Vv 2°=1 lv/
z1=0 V a9=1Vax3=-1

mogliche Extremstellen:x; = 0520 = 1; 23 = —1

hinreichende Bedingung: f(z)=0A f"(z) <>0
ff(-1)=0 A f"(-1) =8> 0= Minimumstelle
f(0)=0 A f"(0) =—4 < 0= Maximumstelle
ff(y=0 A f"(1) =8> 0= Minimumstelle

Hochpunkt (0;1 ) Tiefpunkte (-1;0) (1;0)
e Wendepunkte

notwendige Bedingung: f”(z) = 0
1222 -4 = 0 |+4 $12
1
2 —_— R
¢ = 3 l\/
1 1
T, = g V. Zo=— g



Mogliche Wendestellen: z1 = \/I Lo = —\/g

hinreichende Bedingung: f”(x) = 0 A f"(x) # 0

1" <_ ;) =0Anf" (—\/g) = —24\/? # 0 = Wendestelle
i <\/§> =0Anf" <\/§> = 24\/§ # 0 = Wendestelle

Somit lautet der Wendepunkt (\/g ;0,44)

e Graph

8.3 Bestimmung ganzrationaler Funktionen

1. Gesucht ist eine ganzrationale Funktion dritten Grades mit dem Tiefpunkt P(1;-2), deren
Wendepunkt im Koordinatenursprung liegt.

e Aussagen zum Grad der Funktion
Es wird angegeben, dass die Funktion vom Grad drei ist, d.h die allegemeine Gleichung
lautet: f(z) = az® + bz? + cz + d. Man muss also vier Bedingungen aufstellen.

e Bedingungen
(a) Punktkoordinate P(1;-2)
(b) Wendepunkt fiir x=0
(c¢) Tiefpunkt fiir x=1
(d) Punktkoordinate R(0;0)
e LGS

f(x) = ax®+ba*+cr+d
f'(x) = 3ax*+2bx+c
f"(x) = 6ax+2b

Nun werden die Eigenschaften in Bedingungen umgesetzt:

Eingenschaft Bedingung Einsetzen
P(1;-2) f()y=-2]al3+b1>+c-1+d=-2
Wendepunkt fiir x=0 | f”(0) =0 6a0 +2b=0
Tiefpunkt fiir x=1 | /(1) =0 3a12 +2b1 +c=0
R (0;0) f(0)=0 a0 +b0% +c0+d =0




a+b+c+d = -2
2b = 0
3a+2b+c = 0
d = 0
d = 0
b = 0
3a+2-04+¢c = 0
a+0+c+0 = -2
d = 0
b 0
3atc = 0 IV-IIT
at+c = =2
d = 0,5
b = 0
3a+c = 1
—2a = =2
d =0
b =0
3a+c = 0
a =1
d =0
b = 0
3:-14¢c = 0
a =1
d = 0
b = 0
c = -3
a = 0,25

e Losung:
Die gesuchte Funktion lautet: f(z) = 2° — 3x

2. Der Graph einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im Ursprung und im Punkt
P(2;4) jeweils ein Extremum.

e Aussagen zum Grad der Funktion
Es wird angegeben, dass die Funktion vom Grad drei ist, d.h die allgemeine Gleichung
lautet: f(z) = ax® + ba? + cz + d.
e Bedingungen
(a) Punktkoordinate P(2;4)
(b) Wendepunkt P(0;0)
(¢) Extremum fiir x= 2

(d) Extremum fiir x= 0

e LGS

f(x) = az®+ba*+cr+d
fl(x) = 3ax*+2bx+c
f"(z) = 6ax+2b
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Eingenschaft Bedingung Einsetzen
P(2;4) (2= a2’ + 022 +c2+d=14
P(0;0) f(0)=0 [a0®+b0°>+c0+d=0

Extremum fiir x=2 | f/(2) =0 3a22 + 202 +c=0
Extremum fiir x=0 | f/(0)=0 | 3a0%>+2b0+c=0
8a+4b+2c+d = 4
d =0
12a +4b+c = 0
c = 0
8a+4b = 4
d =0
124 +4b = of
c =0
8a+4b = 4
d = 0
4a = —4
c = 0
—8+4+4b = 4
d = 0
a = —1
c = 0
b = 3
d = 0
a = -1
c = 0

e Losung:
Die gesuchte Funktion lautet: f(z) = —23 + 3z

3. Eine ganzrationale Funktion vom Grad vier hat einen Sattelpunkt im Ursprung und einen

Tiefpunkt in P(-2;-6)

e Aussagen zum Grad der Funktion
Es wird angegeben, dass die Funktion vom Grad vier ist, d.h die allegemeine Gleichung

lautet: f(z) = az® + ba® + ca? + dx + e.

e Bedingungen

(a) Punktkoordinate P(-2;-6)

(
(
(
(

b

) Punktkoordinate P(0;0)

c) Sattelstelle fiir x= 0

d) Wendestelle fiir x=

e) Extremum fiir x=-2

e LGS

0

~—

art +bad + e’ +dr+e
dax® + 3bx® + 2cx + d
12a2? + 6bx + 2¢
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Eingenschaft Bedingung Einsetzen
P(-2;-6) f(=2)==6|a(=2"+b(-2)°+c(-2)*+d(-2)+e=—6
P(0;0) f(0)=0 a0t + 603 + c0? +d0 +e =0
Extremum fiir x=0 | f'(0) =0 4a03 + 3602 +2c0 +d = 0
Wendestelle fiir x=0 | f”(0) =0 12a0% + 6b0 + 2¢ = 0
Extremum fiir x=-2 | f/(0) =0 40 (=2)° +3b(—=2)* +2¢(-2) +d =0
16a —8b+4c—2d+e = —6
e = 0
d = 0
c = 0
—32a+12b—4c+d = 0
16a —8 = —6
e = 0
= 0|24V
c = 0
—32a+12b = 0
—4b = —6
e = 0
= 0
c = 0
—32a+12b = O
_ 3
b = 3
e = 0
d =0
c = 0
-32a+12-3 = 0
_ 3
b = 3
e = 0
d = 0
c = 0
_ 9
¢ = 16
o Losung:
Die gesuchte Funktion lautet: f(z) = 1%374 + %:c?’
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